Ejercicios resueltos de Combinatoria

30 de diciembre de 2010

1. Principios basicos

1. ;Cuantos ntmeros naturales existen menores que 10%, cuyas cifras sean todas distintas?
'8 9

No consideramos al 0 como un elemento del conjunto de los nimeros naturales. Un nimero natural no puede
comenzar por 0. Los ntimeros naturales menores de 10° son todos aquellos que tienen como méximo 6 cifras.

= Todos los ntimeros naturales con una tunica cifra cumplen la condicién de que sus cifras sean distintas:

|Ai[ =9.
= Con dos cifras tenemos: |Az| =9- Vo1 =9-9 =81
= Con tres cifras: [A3] =9 V52 =9-9-8 = 648.
» Con cuatro cifras: |A4| =9-Vy3=9-9-8-7=4,536.
= Con cinco cifras: |As]| =9-Vy3=9-9-8-7-6 = 27,216.
» Y con seis cifras: |[Ag] =9-Vo4=9-9-8-7-6-5= 136, 080.

Luego en total tenemos Z?Zl |Ai] = Z?Zl 9-Vy,—1 = 168,570.
2. Las placas de matricula de los vehiculos de un cierto pais constan de 4 letras seguidas de 3
numeros. ;Cuantas placas distintas pueden formarse?

Consideramos que el alfabeto utilizado no dispone de la letra i, y por lo tanto estd compuesto por 26 letras
distintas. Suponemos que tanto las letras como los nimeros pueden repetirse en una placa de matricula.
Suponemos también que los nimeros de las placas de matriculas pueden comenzar por ceros, pudiendo ser
todos 0.

» [Aj| = VR4 = 26

L] |A2‘ — VRl()_’4 == 103.

El niimero total de placas es |A;] - |As| = 26* - 10% = 456, 976, 000.

3. ;Cuéntos niimeros naturales existen menores que 10° que no sean capiciias?

Consideramos que un numero es capicia si al invertir el orden de sus cifras obtenemos el mismo ntmero, es
decir, si leemos el mismo nimero leyendo de izquierda a derecha y de derecha a izquierda. Consideramos que
los nuiimeros naturales de una cifra son todos capicia. No consideramos al 0 como un elemento del conjunto
de los niimeros naturales.

= Numeros capicia de una cifra 4; = {1,2,3,...,9}: |41 = 9.
» Numeros capictia de dos cifras Ay = {11,22,33,...,99}: |As| = |41 = 9.
= Numeros capicia de tres cifras: [Az| =910 = 90.

= Numeros capiciia de cuatro cifras: |A4| = | 43| = 90.
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» Numeros capicia de cinco cifras: |[As| =9V Ryp2 =9-10-10 = 900.

= Numeros capicia de seis cifras: |Ag| = |45 = 900.

En total tenemos Z?:l |A;] =2+ (9+ 90+ 900) = 1,998 nimeros capictia menores de 10°, por lo que el total
de nimeros naturales que no son capicua es: 999,999 — 1,998 = 998, 001.

4. ;Cuantos enteros m del 1 al 1000 no son divisibles por 37

1000
Sabemos que cada tres nimeros consecutivos hay un miltiplo de tres, luego hay — | = 333 mutiplos

de 3; y por lo tanto el nimero de enteros del 1 al 1000 que no son divisibles por 3 es: 1000 — 333 = 664.
5. Demuestra que si se eligen 5 puntos cualesquiera en un cuadrado de lado 2, al menos dos de
ellos se encuentran a una distancia no superior a V2.

Dividimos el cuadrado original de lado 2 en 4 cuadrados idénticos de lado 1. Por el principio de las cajas, si
repartimos 5 puntos cualesquiera dentro del cuadrado original sabemos que uno de los 4 cuadrados de lado 1
debe contener al menos 2 puntos.

=)

En un cuadrado de lado /4, la distancia méaxima entre dos puntos situados dentro del cuadrado se alcanza
cuando dichos puntos se encuentran en vértices opuestos del cuadrado, en cuyo caso la distancia d entre
ambos puntos vale 2 =2+ 2 =2. 2= d=1(- V2.

6. ;Cuantos puntos han de elegirse en un cuadrado de lado 2 para asegurar que al menos 2 de
ellos estaran a una distancia no superior a v/2/n?

Siguiendo el razonamiento inverso al planteado en el ejercicio anterior. Para que dos puntos dentro de un
cuadrado se encuentren a una distancia no superior a V2 /n dicho cuadrado debe tener un lado de tamafio
1/n, luego debemos dividir el cuadrado inicial de lado 2 en 2n - 2n = 4n? cuadrados de lado 1/n.

Por lo tanto, para poder asegurar que al menos dos puntos se encuentre a una distancia no superior a la
indicada, debemos tener al menos 4n? + 1 puntos.

7. Demuestra que si se eligen 10 puntos cualesquiera en un tridngulo equilatero de lado 1, al menos
dos de ellos se encuentran a una distancia no superior a 1/3.

Un tridngulo equilatero de lado 1 puede descomponerse en 9 tridngulos equilateros de lado 1/3 como muestra
la figura X.



C. Escribano y J. Martinez Matematica Discreta I
DMA Facultad de Informatica - UPM Curso 2010/11

10.

11.
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Por el principio de la caja, si repartimos 10 puntos cualesquiera dentro del tridngulo original sabemos que uno
de los 9 tridngulos de lado 1/3 debe contener al menos 2 puntos.

En un tridngulo equilatero de lado /¢, la distancia maxima entre dos puntos situados dentro del tridngulo se
alcanza cuando dichos puntos se encuentran en dos vértices distintos del tridngulo, en cuyo caso la distancia
entre ambos puntos vale /.

{Cudl es el minimo nimero de estudiantes que debe tener la clase de Matematica Discreta para
estar seguros que al menos 6 estudiantes recibirdn la misma nota? (Se supone que sélo hay
puntuaciones enteras).

Suponemos que las puntuaciones posibles son 4; = {0,1,2,...,10}: |4;] = 11. En este conjunto de 11 cajas
diferentes tenemos que distribuir las calificaciones de los n alumnos (objetos) de forma que segtin el principio

n
de 1 j [——‘ =
e las cajas 11 6

Con 11 posibles puntuaciones necesitamos un total de 11 - 5 = 55 alumnos para que en el “peor” de los casos
todas las puntuaciones hayan sido obtenidas por exactamente 5 alumnos. En este punto, un alumno adicional
asegurard que con n = 55 + 1 = 56 alumnos al menos una puntuaciéon ha tenido que ser obtenida por 6
alumnos.

Calcula el nimero de divisores de 112,000. ; Cuantos son impares?

112,000 =27 - 53 - 7.

Si d es un divisor de 112,000 entonces d = 2 - 5% - 77 con («, 3,7) € A; x Ay x As,donde los conjuntos

A; ={0,1,2,..,7}, Ay =1{0,1,2,3}, A5 = {0,1}. Por tanto el n° de divisores de 112,000 es |A; X Ay X Az| =
8-4-2.

Si d=2%-5%.77 es impar no puede ser miltiplo de 2, por loque o =0y d =577 con (3,7) € Ay x A3,
En total el ndmero de dividores impares es |[A2 x Ag| =4-2 =38.

;Cudntos divisores positivos tiene el niimero 29338848000 = 28-3%-53.73.11? ; Cudntos son miiltiplos

de 997 ; Cuantos son miiltiplos de 397

Si d es un divisor de 29338848000 = 28 - 3% . 53 .73 .11 entonces d = 2% . 3% . 5% .7% . 11% con
(a1, a9, a3, a4, 5) € A X Ay X Az X Ay X As,donde los conjuntos

Ay = {0,1,2,..8}, Ay = {0,1,2,..5}, A3 = {0,1,2,3}, Ay = {0,1,2,3}, A5 = {0,1}. Por tanto el n° de
divisores de 29338848000 es |A; x As X A3 X Ay x A5|=9-6-4-4-2.

Si d=2%.3%.5% .7% .11 es multiplo de 99, entonces as > 2y as =1, en total el nimero de dividores
multiplo de 99 es |A; x (A — {0,1}) X A3 X Ay x A5 — {0} =9-4-4-4-1.

39 =3 x 13 no es divisor de 29338848000, por tanto la respuesta es cero.

;Cuantos nimeros de tres cifras distintas tienen todas ellas impares?, ;y pares?

Consideramos el 0 como una cifra par, pero suponemos que un ntimero con cifras pares no puede comenzar
por 0. El conjunto de las cifras pares A, = {0,2,4,6,8}, |A,] = 5. El conjunto de las cifras impares A,, =
{1,3,5,7,9}, |A,| = 5.

= Numeros de tres cifras, distintas, y todas ellas impares: V53 =5-4-3 = 60.
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12.

13.

14.

= Numeros de tres cifras, distintas, y todas ellas pares: 4- Vyo=4-4-3 = 48.

Se extraen, con reemplazamiento y ordenadamente, cinco cartas de una baraja. ;En cuantas
extracciones hay al menos un rey? ;En cudntas extracciones hay al menos un rey o un as?

Suponemos que la baraja se compone de 40 cartas, divididas en 4 palos distintos, y 10 Esta claro que el
resultado de las cinco extracciones es una 5-lista con repeticién. La siguiente es un ejemplo de resultado:

As de copas, As de copas, 2 de espadas, 2 de espadas, As de copas
12extraccion  2%extracciéon  32extraccion  4%extraccion  5*extraccién

Definimos los conjuntos:

Ry, = { Todas las 5-listas con repeticién de cartas de una baraja espafiola con al menos un rey},

Ry = { Todas las 5-listas con repeticién de cartas de una baraja espafiola con al menos un rey o un as},
X = { Todas las 5-lista con repeticién de cartas de una baraja espanola},

Ay = { Todas las 5-lista con repeticién de cartas de una baraja espafiola sin ningtn rey } y

As = { Todas las 5-lista con repeticién de cartas de una baraja espafiola sin reyes ni ases }

Entonces, por el principio del complementario:

|Ri| = |X| — |A1| =40° — 36° y |Ra| = |X]|— |As| =405 — 32°

Demuestra que en un conjunto de 12 enteros existen dos cuya diferencia es divisible por 11.
(Es cierto si cambiamos diferencia por suma?

Construimos el conjunto cociente Z1; de Z respecto a la relacién de congruencia médulo 11 (o conjunto de
menores residuos no negativos), formado por las cajas: Z;; = {0, 1,2, ..., 10}.

Por el principio de las cajas, sabemos que si elegimos un conjunto de 12 enteros en al menos una de las cajas
debe haber al menos dos enteros, a y b tal que @ = b en Z11, esto significa, por definicién, que a —b es divisible
por 11.

Esto no siempre es cierto para la suma puesto que si los 12 enteros son de la misma clase y distinta de 0,
por ejemplo todos de la clase de T ({11 g+ 1 con ¢ € {0,1,2,...,10}}),la suma de dos cualesquiera de ellos
da de resto 2 al dividir por 11.

Se eligen n + 1 enteros positivos en el conjunto {1,2,3,...,3n}. Demuestra que existen dos cuya
diferencia es menor o igual que 2.

Suponemos que tenemos n cajas en las que agrupamos de forma ordenada tres enteros positivos consecutivos.
Puesto que trabajamos con un conjunto total que contiene 3n enteros, podemos considerar cada una de las n
cajas de de la siguiente forma:

= La primera caja puede contener los 3 primeros enteros, Cy € {1,2,3}.
= La segunda caja puede contener los 3 enteros siguientes, Cy € {4,5,6}.
» La tercera caja puede contener los enteros, Cs € {7,8,9}.

" ..

= Y la dltima caja podrd contener los enteros, C,, € {3n — 2,3n — 1,3n}.

Si se eligen n + 1 enteros, dos tienen que ser de la misma caja. Ademas la diferencia entre dos
enteros de una misma caja es < 2.
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15.

Se han de pintar las habitaciones de la casa que se muestra en la figura, de forma que las
habitaciones que estan conectadas por una puerta tengan colores distintos. ;De cudntas maneras
puede pintarse si se dispone de n colores?

Cada configuracién de colores es una lista de longitud cuatro como por ejemplo la (1,2,3,1) donde:

1 2 3 1
Color en A Color en B Color en C  Color en D

Si empenzamos a pintar en orden , tendremos un totalden-(n—1)-(n—2)-(n—1)

n (n—1) (n—2)- (n—1)

Posibles col. para A Posibles col. para B Posibles col. para C  Posibles col. para D

Variaciones, permutaciones y combinaciones

Lanzando un dado 5 veces jcuantos resultados diferentes pueden obtenerse, si se tiene en cuenta
el orden de lanzamiento?

Sea D ={1,2,3,4,5,6} el conjunto de puntuaciones de un dado, un ejemplo de posible resultado es:
1 1 2 3 1
12 Tirada 2% Tirada 3® Tirada 4* Tirada 5% Tirada
Cada resultado es una 5- lista con repeticién de elementos de D, por tanto habra un total de 6° = V Rg 5.

Lanzando 5 dados indistinguibles entre si ;cudntos resultados diferentes pueden obtenerse

Llamando z; al nimero de dados en los que ha salido ¢ puntos para ¢ = 1.,6. Tendremos tantos resultados
diferentes como el n° de soluciones enteras de

;> 0Vi=1.6 B 5 Bl (6—-1) 5!

Dadas 5 vocales y 4 consonantes, ;cudntas palabras de 2 vocales y 2 consonantes distintas se
pueden formar teniendo en cuenta que en cada palabra no figuran dos consonantes seguidas?

Teniendo en cuenta que una palabra debe contener dos vocales, dos consonantes, y su disposicién debe ser tal
que las dos consonantes no aparezca seguidas, las posibles opciones son 3:

a) Vocal, consonante, vocal, consonante.

b) Consonante, vocal, consonante, vocal.

¢) Consonante, vocal, vocal, consonante.
Suponiendo que las vocales y consonantes no pueden repetirse (i.e. si las vocales y consonantes utilizadas son
distintas), el nimero total de palabras que se pueden formar es: 3- V54 -Vio=3-5-4-4-3 = 720.

Otra forma: Cada resultado consiste en formar una 2-lista sin repeticién de vocales (de V52 =5 - 4 formas
diferentes ) y en cada una de estas listas dejamos tres huecos para insertar una lista de dos consonantes
como vemos en el ejemplo:

V1 CQ V4 04

er er er
1" hueco wvocal 2°"hueco wvocal 3°"hueco
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Tendremos un total de:

3
Vs,2% ( ) X Va2
2 )
listas formas de listas
de vocales elegir huecos de consonantes

4. ;Cuantas sucesiones de ceros y unos, de longitud n, contienen exactamente tres veces el 07

n-33 n! n-(n—=1)-(n—-2) (n
PR”SS_(n—S)!-i%!_ 3! _<3)

5. Se tienen siete libros azules, cinco negros y tres blancos, distintos entre si. ;jDe cuantas maneras
diferentes se pueden alinear en un estante si han de colocarse juntos los del mismo color?

Las posibles agrupaciones de colores son: P3 = 3! = 6.

Suponiendo que los libros de un mismo color son distinguibles entre si:

= El niimero de reordenaciones posibles de los libros de color azul es: P, = 7! = 5, 040.
= El niimero de reordenaciones posibles de los libros de color negro es: P; = 5! = 120.

= El niimero de reordenaciones posibles de los libros de color blanco es: P3 = 3! = 6.
Luego las distintas opciones de alineacién son: 3! 7!- 5! - 3.

6. Un circuito eléctrico posee 10 interruptores. Teniendo en cuenta que cada interruptor tiene dos
posiciones {1, 0}, ;cudntos estados diferentes puede tener el circuito segin la posicién de los
interruptores? ;Cuantos estados tienen tres interruptores en posicion 1 y el resto en posicion
0?

Suponiendo que la posicién de los interruptores es determiante:

a) El circuito puede encontrarse en V Ry 19 = 210 estados distintos.

b) El ntimero de estados con tres interruptores en posicién 1 es:

100 10-9-8

7.3
Pl = 71.31 7 3

=120

7. {De cuantas formas diferentes pueden repartirse 5 bolas blancas, 3 rojas y 2 negras en 10 urnas
distintas (etiquetadas) de forma que cada urna contenga una bola?

100 10-9-8-7-6
51.31.21 3!. 9l

9,3,2 _
PR =

8. La cuadricula de la figura representa calles de una ciudad. Suponiendo que las tinicas direcciones
permitidas de viaje son hacia el este y hacia el norte, ;cuantos caminos distintos conducen de
A hasta B? ;cuantos de ellos pasan por C?

a) Los caminos de A = (0,0) a B = (7,5) se representan mediante una 13-lista con repeticién exacta de 7
7+ 5> 13!

simbolos de tipo F, 5 simbolos de tipo IN. Por lo que la respuesta es < N
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b) Los caminos de A hasta B pasando por C = (4,3), se forman con la unién de un camino de A a C' y un
camino de C a B. Por tanto la respuesta es:

443 3+2\ L‘ i‘
4,3 3,2 ) 3141 312
Caminos Caminos
de AaC de C a B

9. Extrayendo 5 cartas de una baraja de 40 ;jcuantos resultados diferentes pueden obtenerse:

a) con reemplazamiento

b) sin reemplazamiento (el orden de aparicién es irrelevante).

a) Podemos interpretar el enunciado de dos formas distintas en funcién de si creemos que el dmbito de la
indicacién: “el orden de aparicién es irrelevante”; se aplica a los dos apartados, a) y b), o exclusivamente
al segundo apartado, b).

= Suponiendo que el orden en el que aparecen las cartas extraidas es relevante, y que cada carta
extraida se devuelve a la baraja, V Ry 5 = 40°.

= Por otro lado, si suponemos que la puntualizacién realizada en el apartado b) sobre el orden de
aparicién de las cartas se refiere a ambos apartados (i.e. el orden de aparicién de las cartas extraidas
es irrelevante), los resultados que podemos obtener son: C'Ryg 5.

oo _ (40 _ 400 _ 40-39-38-37-36
05—\ 5 51.350 5!

10. Un banco tiene que elegir 5 cargos directivos: director, subdirector, interventor, cajero y co-
brador, entre 8 personas, de las cuales 3 son hombres A, E, O y 5 mujeres X, Y, Z, V, W ;De
cuantas formas puede hacerse la eleccion si:

a) Los hombres A y E no pueden estar juntos en la misma eleccion.

Se eligen tres mujeres y dos hombres.

)
b) Se eligen los tres hombres.
¢)

)

d) Se eligen tres mujeres al menos?

a) Podemos descomponer las posibles opciones en 3 casos:

= El hombre A estd en la eleccién de cualquiera de los cargos directivos y E no, luego las opciones son:

s

= En la situacién contraria, el hombre E estd en la elecciéon de cualquiera de los cargos directivos
. . 6
mientras que A no, en este caso las opciones vuelven a ser: ( 4 5!,
» Finalmente queda la situacién en la que ni A ni E estdn en la elecciéon de cualquiera de los cargos

. . 6
directivos, cuyas opciones son: (5> 5!,

Luego la eleccién donde A y E no estan al mismo tiempo en dos cargos directivos puede hacerse de

6 6 6
| | | 1qti
<4)5. + <4) 5+ <5> 5! formas distintas.
5
|
b) (2)5..
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11.

12.

13.
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El consejo de administracion de una empresa estd compuesto por 5 personas P1, P2, P3, P4,
P5. Se somete a votacién secreta la aprobacién de un proyecto y nadie puede abstenerse pero
si puede votar en blanco. ;Cuantos resultados distintos se pueden extraer de la urna una vez
efectuada la votacion? Considerando que se aprueba el proyecto con al menos 3 votos favorables
;cuantos resultados de los anteriores aprueban el proyecto?

Los posibles votos por persona son 3: aprobado (A), rechazado (R), y voto en blanco (N). Suponemos que el
voto es secreto, y por lo tanto no se conoce el orden de los votos.

a) Llamando z; al nimero votos (A), 2 al nimero votos (R), z3 al niimero votos (B), tendremos tantos
resultados diferentes como el n° de soluciones enteras de

x1+x2+23=5 1 _ [(5+3-1 7(3+571)!7ﬁi21
z; >20Vi=1..3 [ 5 ~ sl.ol -

b) Considerando que un proyecto se aprueba con al menos 3 votos favorables, los posibles resultados que
permiten aprobar un proyecto son:

I1+I’2+I’3:5 _ 2"‘3—1 -6

1 23,2, 20s14=2,3 [ 2 o
Estas 6 opciones serfan: {A, A, A, R, R}, {A, A, A, R, N}, {A, A, A, N, N}, {A, A, A, AR}, {A, A,
A, A N} {A A A A AL

Se tienen 5 sobres y 5 cartas y se distribuyen al azar las cartas en los sobres. ;De cudntas

formas se pueden distribuir para que no haya ninguna coincidencia? ;Y para que haya una
i

coincidencia? ;Y para que haya dos coincidencias? ... ;'Y para que haya cinco? Hecho en clase.

En un tablero de ajedrez de 8 x 8 casillas, ;de cudntas formas distintas se pueden colocar 8
torres iguales de forma que ninguna esté en la diagonal ni se puedan comer entre ellas?

Puesto que todas las torres son iguales, i.e. indistinguibles entre si, no influye el orden en el que colocamos
las mismas. Puesto que una torre come en las direcciénes vertical y horizontal con respecto a la posicion de
la misma, deducimos que todas y cada una de las filas del tablero deben estar ocupadas por una tnica torre
(de igual forma ocurre con las columnas). Podemos por lo tanto suponer que rellenamos el tablero colocando
una torre por fila, comenzando desde la primera fila, y siguiendo secuencialmente las siguientes. Colocar
aqui significa asignar una columna a cada fila para determinar la casilla donde poner cada torre, tendremos
por tanto que cada configuracién es una aplicacién biyectiva (s6lo una torre por columna) del conjunto de las
filas en el conjunto de las columnas. Un ejemplo de dicha configuracion de torres se representa en la siguiente
lista sin repeticién:

| 2 \ 1 \ 4 | 3 [6]5] 8 | 7 |
——
Columna de Columna de Columna de Columna de
torre en 1* fila torre en 2° fila torre en 3* fila o T torre en 8* fila
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que se corresponde con el siguiente tablero

T

Si no tenemos inicialmente restriccién alguna sobre la diagonal, tendriamos todas las 8-listas sin repeticién
del conjunto de las 8 columnas, esto es las permutaciones de 8: Py = 8!.

Ahora bien, supongamos que no podemos colocar ninguna torre en una de las diagonales del tablero, esto es
que a la fila i—ésima no se le puede asignar la columna i-ésima. El conjunto de configuraciones posibles es el
de los desérdenes de 8:

R={g:{1,2,3..8} — {1,2,3..,8} tal que g(i) # i}

1 1 1 1 1 1 1 1
= 8! — — _ -
Luegohaydg—&( T +2' 3l +4' 51 +6' 7'+8'>
14. ;De cuantas formas distintas se pueden escoger cinco cartas de una baraja de 52 cartas de modo
que se tenga al menos una carta de cada palo?

Puesto que la baraja tiene un total de 52 cartas, suponiendo que existen 4 palos distintos en la baraja, A,
Ag, A3y Ay, tenemos que cada palo contiene 52/4 = 13. Suponemos que el orden de aparicién de las cartas
es irrelevante. En cada eleccién de 5 cartas tiene que haber dos del mismo palo, si fijamos el palo que se repite

1 1 1 1
hay < 23) X ( 13) X ( 13> X < 13), como hay 4 palos, tenemos un total de:
13 13 13 13
4 x X X X
2 1 1 1
15. ;Cuantas palabras de 13 letras pueden formarse con las letras de la palabra CLASIFICACION?
Agrupamos las letras repetidas y obtenemos: CCC, L, AA, S, ITI, F, O, N.

R3’1’2’1’3’1’1’1 13!
3r-1r.2r.1r.3te 11t 1!

16. Un ascensor de un centro comercial parte del sétano con 5 pasajeros y se detiene en 7 pisos.
.De cuantas maneras distintas pueden descender los pasajeros? ;Y con la condicién de que dos
pasajeros no bajen en el mismo piso?

a) Los pasajeros son distintos y los pisos también. Por lo tanto es una distribucién de 5 objetos diferentes
(pasajeros) en 7 cajas diferentes (pisos).

1 1 2 3 7

Pasajerol Pasajero2 Pasajero3 Pasajerod Pasajerod

Hay un total de 7° listas con repeticién correspondientes a las distribuciones.

b) Si no hay repeticién de piso, hay un total de 7 x 6 x 5 x 4 x 3.
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17. ;De cuantas maneras se pueden distribuir 10 canicas idénticas entre 6 ninos? ;Y si las canicas
son todas ellas de distintos colores?

a) Definimos x; como el nimero de canicas que recibe el nino ¢, de tal forma tenemos tantas formas como
soluciones enteras de

1+ 29+ 23+ 24+ 25 + 26 =10 . 10+6-1 . 15!
r;>0Vi=1..6 N 10 ~ 5! 10!

b) Si las canicas son todas distintas, son distribuciones de 10 objetos diferentes (canicas) en 6 cajas diferentes
(nifios), habiendo un total de : 619 listas con repeticién correspondientes a las distribuciones..

18. Determina el nimero de soluciones enteras de la ecuaciéon z; + zo + x3 + x4 = 32 donde:
a) z; >0 1<i<A4
b) z; >0 1<i<A4
c) 1,2 > 55 x3,24 > 7
d) z;,>8 1<i<4
e) z; > -2 1<i<A4
f) z1,29,23 > 05 0 < x4 < 25.

| (Bra-y_ s
a4 39 T 31320

» 28+4-1\ 31
28 T 31.98!"

8+4—1\ 11!
) 8 RETIIR

0+4—-1 3!
9) ( 0 ):3!.0!:1

e) Tras efectuar el cambio

zi=x; +2Vi=1,2,3,4 tenemos el sistema equivalente:

21+ 20+ 23+ 24 = 40
0<zVi=1.4

404+4—-1 43!
que tiene un total de: ( 0+ > 3

40 ~ 3040

f) Tras efectuar el cambio
z1=21—1,z0=x9—1,23=23—1, 24 =24 — 1
obtenemos el sistema :

_ 21tz 23tz =28
R{ SE { 0<2zVi=1.4y 2 <24 }}

Considerando el conjunto:
X=! SE 21t 22+ 23+ 24 =28 con |X| . 31
- 0<zVi=1.4 - \28

10
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El cardinal de la tnica prohibicién A es:

_ 21t zet izt =28 - (¥

R = |X| — 4] = Gé) - <g)

19. ;Cuéantos numeros hay en el conjunto {1, 2, ..., 1000} tales que la suma de sus digitos sea 57

El resultado es:

Las posibles combinaciones son:

di+de+ds+dys=5 . 5+4—-1 7(6+5*1)!
0<d;<9Vi=1.4 [ 5 50 (6—1)!

20. Responda:

a) ;Cudntos nimeros enteros entre 1000 y 9999 satisfacen que la suma de sus digitos es 97

b) ;(Cudntos nuimeros enteros de los hallados en a) tienen todos sus digitos distintos de cero?

a) Las posibles soluciones son niimeros con expresién en base 10 dydadsdy y con las restricciones:

di+do+ds+dy =9
1<di<9y0<d; <9i=2.4
equivalente a
di+dy+ds+ds =38
0<d; <8y 0<d; <9i=2.4
El nimero de soluciones enteras es
8+4-1)! 11!
8l-(4—1)! 83!

b) Modificando las restricciones:
di+dy+ds+dys=9
1<d; <9Vi=1..4

(5+4—-1)! 8l
5. (4—1)! 5.3

21. Se considera el cédigo, sobre el alfabeto B = {0,1}, formado por las palabras de 16 digitos en
las que el nimero de unos es multiplo de 4. ;Cuantas palabras distintas puede haber?

1
= Palabras con 0 unos: ( 06>.
» Palabras con 4 unos: (146>
1
= Palabras con 8 unos: ( 86>'
16
= Palabras con 12 unos: 12)

= Palabras con 16 unos: (12)

11
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et (%)« (%) (%) (9) (1)

22. Dados n puntos sobre una circunferencia, se trazan todos los segmentos que determinan entre
si. ;Cuantos hay? Suponiendo que no hay tres segmentos con un punto en comiun, jcudl es el
nimero de puntos de interseccién en el interior de la circunferencia?

n
a) Como dos puntos determinan un unico segmento, hay un total de (2> segmentos.

b) Con cuatro puntos sélo se pueden formar dos segmentos que se corten en un punto dentro de la circunfer-
encia, ademds como no hay tres segmentos con un punto en comun,podemos afirmar que cuatro puntos
en la circunferencia determinan un tnico punto en el interior que es la interseccion del dos segmentos.

n
Por tanto hay un total de (4) puntos de interseccién.

23. El nimero de manos de 5 cartas de una baraja de 52 cartas que contienen al menos tres picas,
no es (133 X Cy9,2. ;Cudl es la respuesta correcta?

13x39+13x39+13x39
3 2 4 1 5 0/
24. ;Cuél es el ntmero de cuaternas (a,b,c,d) de nimeros enteros que satisfacen 0 <a <b<c<d<
207
Cada subconjunto de 4 elementos del conjunto A = {1,2,3,...,19} admite una ordenacién creciente posible,

por ejemplo {16,2,9,3} sélo admite la ordenacién: 0 < 2 <3 <9 < 16 < 20.

1
Por lo tanto la respuesa es (49>

25. (De cuantas formas se pueden elegir 4 parejas entre 30 personas?

Cada equipo de 4 parejas estard formado‘por 8 personas

a) Primera forma: elegimos sucesivamente (con orden) parejas y luego quitamos el orden a las parejas,

L {2.3 {5,6} {7,8} {20,10} |
—N | — | — | —/—
1% pareja | 2% pareja | 3% pareja | 4* pareja

G G G () ¥

elegir la elegir la elegir la elegir la quitar la

1* pareja 2% pareja 3% pareja 4* pareja etiqueta a las parejas

30
b) Habra que elegir 8 entre las 30, de < 3 ) formas diferentes. En cada uno de estos grupos de 8, como por

ejemplo A =1{2,3,5,6,7,8,20, 10}, formamos parejas de la siguiente manera:
Considerando cada lista ordenada (2,3,5,6,7,8,20,10),emparejamos segin el orden de la lista de la
siguiente forma:

(2 [ 3 [5 [6[7 [ 8 [20 [10]
—_—l — | —— | ——
1% pareja | 2% pareja | 3* pareja | 4* pareja

Pero teniendo en cuenta que las parejas no tienen etiqueta (no tienen orden) ni tampoco estdn ordenados
los miembros de cada pareja:

(2] 3 [5 [6]7 [8]20]10] [8] 7 [3 [2]20]10[5 76|
pareja | pareja | pareja | pareja pareja | pareja | pareja | pareja

12
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Tendremos un total de

30\ al 1. 1 30\ 8
8 i 4! (2n4 8 41(21)4

elegir las 8 ordenar las 8 quitar el orden quitar el orden

personas personas a las parejas dentro de la parejas
30 8!
8 ) 4l (2t

27. Calcular el namero de sucesiones que se pueden formar con 3 A, 5 By 8 C. ;Y si no puede
haber dos B consecutivas? ;Y si no hay dos letras iguales consecutivas?

a)

26.

16 16!
PR358 _ _
16 3,5,8 31.5!.8!

b) Cada resultado consiste en formar una 16-lista con repeticién de manera que no puede haber dos B‘s

11
3> formas diferentes)

)

seguidas, para ello consideraremos una lista con repeticién de 8 C's y 3 A‘s (de <

12
y en cada una de estas listas dejamos 12 huecos para elegir 5 de ellos ( de <5> maneras diferentes) e

insertar las B‘s como vemos en el ejemplo:

B A B C B A B A ... C B
—~ NN ~ = ~ = —~ —
1¢" hueco. 2°h. 3°"h. 4°h. ... 11°h. 12°hueco

11 12
El ntiimero total de diferentes listas (8 3) X ( 5 )

¢) Sino hay letras iguales seguidas consideramos tres casos:

1) La lista empienza y termina por C: en este caso hay 7 huecos entre las C‘s, para colocar el resto de
letras que son 8 en total, por tanto tenemos que elegir un hueco para insertar AB o BA y ordenar

7 6
el resto de letras en los 6 huecos que quedan. El total es de 2 x (2> X (2 4)
)
2) La lista empienza por C' y no termina en C: en este caso hay 8 huecos entre las C‘s, para colocar el
8
resto de letras que son 8 en total, por tanto el total es de 35
3) La lista no empienza por C' y termina en C: en este caso hay 8 huecos entre las C‘s, para colocar el

8
resto de letras que son 8 en total, por tanto el total es de (3 5)

La solucién es: 2 x ’ X 6 + 8 + 8
' 2 2,4 3,5 3,5

28. ;Cuantas sucesiones de 10 simbolos pueden formarse con 4 A, 4 B, 4 C y 4 D si cada simbolo
debe aparecer, al menos, dos veces? Distinguimos dos casos

13
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29.

30.

a) Hay un simbolo que se repite 4 veces. Tenemos que elegir el simbolo que se repite 4 veces y luego ordenar

1 1 [) t . E h y X
a IS(a Oon repeticion n eS‘e aso Na
Ci C C.

b) Hay dos simbolos que se repiten 3 veces. Tenemos que elegir el los dos tipos de simbolo que se repite 3

4 10
veces y luego ordenar la lista con repeticion. En este caso hay (2> X ( )

3,3,2,2
La solucién es 4 X 10 + 4 X 10
S 1011 3.
SOt 1 4,2,2,2 P 3,3,2,2

Una caravana publicitaria consta de 6 coches y 6 furgonetas, siendo todos los vehiculos de
diferente color. ;De cudntas formas diferentes puede organizarse la fila de la caravana, con la
condicion de que no circulen dos furgonetas juntas? Si se suprimen dos furgonetas, ;cuantas
caravanas diferentes se pueden formar con la condicién anterior?

a) Cada resultado consiste en formar una 6-lista sin repeticién de coches (de 6! formas diferentes ) y en
cada una de estas listas dejamos 7 huecos para insertar una lista de 6 furgonetas como vemos en el

ejemplo:
| | G [ B | G | B [ G [F]| C [FK] G [A] G [F |
—— ’f\ — N —~N —N — ’ﬁ\\
1"hueco Coche 2 h. Coche 3°"h. Coche ... Coche ... Coche ... Coche 7T h.
Tendremos un total de:
7
6!- .6!
(5
ordenar formas de ordenar
coches elegir 6 hueco furgonetas

b) 6! (Z) 41

En un centro de ensenanza se reciben solicitudes de ingreso, que se atienden segiin las califi-
caciones de las siguientes asignaturas: Matematicas, Fisica, Quimica e Inglés. Cada asignatura
tiene una puntuacion entera entre 5 y 10.

Las posibles puntuaciones son A4 = {5,6,7,8,9,10}, luego el nimero de posibles puntuaciones por asignatura
es |A| = 6.

a) Cada expediente es una lista de notar que se pueden repetir:
5 5 5 7
Matematicas Fisica Quimica Inglés
El ntimero total de listas con repeticién es : 64.

b) Para que la nota media valga exactamente 7, las notas de las 4 asignaturas deben sumar 7 -4 = 28.
Llamamos x1, 2, 3 y x4 a las notas de las asignaturas de Matematicas, Fisica, Quimica e Inglés
respectivamente. Por lo tanto, el problema es calcular el el cardinal del siguiente conjunto:

_ T, 4+ To+ T3+ T4 =28
R_{SE{5§IiS10Vi1..,4 }}

Zl:$1—5,2’2:.%‘2—5,23:1‘3—5,2’4:134—5

tras efectuar el cambio

tenemos:

14
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. 21+ 20+ 23+24 =8
R_{SE { 0<z <5¥i=1.4 }}

B Z1+ 20+ 23+24 =8 . 11
X_{SE{OSZNZ':L.A }}COHX_<8

Sean los conjuntos de prohibiciones:

. 21+ 20+ 23+24 =8
Al{SEde{ 6<zysij#1 2z >0 }

_ z1+ 22+ 2z3+24=8
AZ_{SEde{6<22ysij7é2 2 >0 }

. Z1+ 20+ 23+24=8
AB_{SEde{GSZSysij#Z& z; >0 }

_ Z21+22+ 23424 =8
A4_{SEde{6<z4ysij7A4 2 >0 }
con:

)
A1l = (3) = bl = 0] = 44

|41 N Az| = ‘{SE de{ glg—z?,z—g ;35—1‘_154::3,84 zr >0 b|=101=0
AN e = [(SEde{ g FRTEEMTE ) =W=0
AnAf = [SEde{ gXRTEEMTE ) =wi=0
|A> N As| = |{SE de 21;;2;;35;4;1784 >0 1 [=10=0

|A20A4|:|A30A4|:|A1ﬂA20A3|:|A10A20A4|:|A10ASQA4|
:|A2ﬂA3ﬂA4|:|A1ﬂA2ﬂA3ﬂA4|:‘®|:O

11
R| = |X| — |Ay U Ay U Ag U Ay| = (8) Y (;)

El resultado es:

15



